
PARTIEL

ALGÈBRE 1

1. Modules

1.1. Soit K un corps et V un K-espace vectoriel de dimension ≥ 1. Montrer qu’il y a

plusieurs manières distinctes de munir V d’une structure de K[X]-module.

1.2. Soit M un Q-module. Montrer qu’il n’y a pas d’autre manière de munir M d’une

structure de Q-module.

2. Anneaux

Soit A un anneau noethérien.

2.1. Soit I 6= A un idéal de A. On pose I1 = I et on définit une suite d’idéaux de A en

posant Ij+1 = Ij si Ij est maximal et en choisissant Ij+1 tel que Ij ( Ij+1 ( A sinon.

Utiliser cette suite pour montrer qu’il existe un idéal maximal de A qui contient I.

2.2. On appelle Rad(A) l’intersection de tous les idéaux maximaux de A. Montrer que

Rad(A) est l’ensemble des x ∈ A tels que 1− xy est inversible pour tout y ∈ A.

2.3. Montrer que Rad(A/ Rad(A)) = {0}.

3. Matrices

Soit M la matrice : 2 2 −1
4 9 −3
6 12 −3


3.1. Soit V = Q3 et f : V → V l’endomorphisme dont la matrice dans la base canonique

de V est M . Mettre f sous forme de Jordan.

3.2. Montrer qu’il existe une matrice Q ∈ GL3(Q) telle que QMQ−1 est diagonale.

3.3. Soit W = F3
2 et g : W → W l’endomorphisme dont la matrice dans la base canonique

de W est M . Mettre g sous forme de Jordan.

3.4. Existe t’il une matrice P ∈ GL3(Z) telle que PMP−1 est diagonale ?
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4. Poynômes sur les corps finis

Si n est un entier ≥ 1 et si q est une puissance d’un nombre premier p, on appelle

Irr(n,Fq) l’ensemble des polynômes unitaires irréductibles de degré n à coefficients dans

Fq et i(n, q) le cardinal de Irr(n,Fq).

4.1. Soit P ∈ Irr(n,Fq) et ω ∈ Fq une racine de P . Montrer que ωq est aussi une racine

de P puis que les racines de P sont exactement les ωqi
avec 0 ≤ i ≤ n− 1.

4.2. Montrer que si d divise n et si P ∈ Irr(d,Fq), alors P (X) divise Xqn −X.

4.3. Montrer que si P (X) est un facteur irréductible unitaire de Xqn −X, alors deg(P )

divise n.

4.4. Montrer que
∑

d|n d · i(d, q) = qn et en déduire i(n, q) pour 1 ≤ n ≤ 5.


